TD 19

GROUPE SYMETRIQUE ET DETERMINANTS

Exercice 1. On définit la permutation o € S1¢ par
o — 1 2 3456789 10
~\3 106 4217528 9

Décomposer o en produit de cycles a supports disjoints et en déduire la signature £(o).
Faire de méme pour 7 € §,, définie par

T 1 2 -« n—1 n
“\n n—-1 -- 2 1

Exercice 2 (Ordre d’'une permutation). Soit o € S,,. On définit '’ordre de ¢ comme étant le plus petit entier k € N*
tel que o* = id (on admet qu’un tel k existe toujours).

(12345
°={453 21

2) Quel est’ordre d’'une transposition ? D’un 3-cycle ?

1) Donner 'ordre de

3) Quel est’'ordre d'un p-cycle ?

4) En déduire 'ordre de la permutation spiralée a 6 éléments :

(123456
°={6 15243

5) Quelestl'ordredec= (1 2)(3 4 5)?

6) Soit p,q des entiers premiers entre eux supérieurs ou égaux a 2. Soit 0, et o, deux cycles de longueurs
respectives p et g, a supports disjoints. Montrer que

VmeN*  (0,0,)" =id <= pg|m
En déduire I'ordre de 6,,0,.

Calcul de déterminants

Exercice 3. Calculer les déterminants suivants (avec a,b,c,d € C) :

1) 3) 5)
4 b 3 -1 2 2 —1 2
¢ d 11 -3 -1 a 0
2 2 -1 2 0 2
2) 4) 6)
01 3 13 —17 7 0 a b
1 3 9 26 34 28 a 0 ¢
3 9 28 39 0 =56 b ¢ 0
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Exercice 4. Calculer les déterminants suivants (avec a € C) :

111 1 1
1 2 00 1 -1 —i a 2 00 1

0130 i1 i1 1 alo0 ad a9

D loo01 4 20y 211 -1 ¥ o1 a1 Y |Laa a a

lac12a3a3

500 1 1P i1 002 a , 4w

1 a a a a

Exercice 5 (Déterminants de taille n). Calculer les déterminants de taille n suivants (pour n € N* assez grand pour
que les expressions aient un sens)

2 -1 0
0 1 -1 2 -1
11 1
dp=| 1 1 D, =
1 11 1 2 .
1 0 1 B B
0 -1 2
b a b b
a 1
b b . . :
A, = aveca,b € R O, = aveca,b € R
: e b
b b a b : b
bb - b b oa 0 a 1
Exercice 6 (x). Soitn € N* etay,...,a, € R. Calculer le déterminant de Vandermonde :
1 1 ... 1
a ar a,
Viay,az,...,ay) = a4 agz
arllfl agfl . azfl

Applications des déterminants

Exercice 7. Les familles suivantes sont-elles des bases de E ?
) E=Cuy=0+i,1,i),u=(i,—1,1 —i), us = (2—1,0,—i).
2) E=R%u; =(A+3,31+1),up = (21 43,54 +4), avec A € R.
3) E=Ry[X], P, =4X>+3X —1,P, =2X*> —2X +3,P; =3X> +2X — 4.
4) E=Ry[X],Ai=X,P=X(X—-1),5=(X—-1)%

Exercice 8. Soit ¢ : R3[X]| — R3[X] I'application linéaire définie par
@(P)=P—oXP

1) Déterminer la matrice de ¢ dans la base canonique de R, [X].
2) Déterminer pour quelles valeurs de o I'application ¢ n’est pas bijective.
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